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Декартово дерево по неявному ключу




Основная идея

Возьмем структуру данных динамический массив. В её стандартной реализации мы умеем добавлять элемент в конец вектора, узнавать значение элемента, стоящего на определенной позиции, изменять элемент по номеру и удалять последний элемент. Предположим, что нам необходима структура данных с вышеуказанными свойствами, а также с операциями: добавить элемент в любое место (с соответствующим изменением нумерации элементов) и удалить любой элемент (также с соответствующим изменением нумерации). Такую структуру можно реализовать на базе декартового дерева, результат часто называют декартово дерево по неявному ключу (англ. Treap with implicit key).




Ключ X

Как известно, декартово дерево — это структура данных, объединяющая в себе бинарное дерево поиска и бинарную кучу. При реализации же декартова дерева по неявному ключу модифицируем эту структуру. А именно, оставим в нем только приоритет \(Y\), а вместо ключа \(X\) будем использовать следующую величину: * количество элементов в нашей структуре, находящихся левее нашего элемента*. Иначе говоря, будем считать ключом порядковый номер нашего элемента в дереве, уменьшенный на единицу.

Заметим, что при этом сохранится структура двоичного дерева поиска по этому ключу (то есть модифицированное декартово дерево так и останется декартовым деревом). Однако, с этим подходом появляется проблема: операции добавления и удаления элемента могут поменять нумерацию, и при наивной реализации на изменение всех ключей потребуется \(O(n)\) времени, где \(n\) — количество элементов в дереве.




Вспомогательная величина С

Решается эта проблема довольно просто. Основная идея заключается в том, что такой ключ \(X\) сам по себе нигде не хранится. Вместо него будем хранить вспомогательную величину \(C\): * количество вершин в поддереве нашей вершины * (в поддерево включается и сама вершина). Обратим внимание, что все операции с обычным декартовым деревом делались сверху. Также заметим, что если по пути от корня до некой вершины просуммировать все такие величины в левых поддеревьях, в которые мы не пошли, увеличенные на единицу, то придя в саму вершину и добавив к этой величине количество элементов в её левом поддереве, мы получим как раз ее ключ \(X\).

[image: _images/ImpicedTreap.png]



Операции, поддерживающие структуру декартова дерева

Структура обычного декартова дерева поддерживается с помощью двух операций: \(split\) — разбиение одного декартова дерева на два таких, что в одном ключ \(X\) меньше, чем заданное значение, а в другом — больше, и \(merge\) — слияние двух деревьев, в одном из которых все ключи \(X\) меньше, чем во втором. С учетом отличий декартова дерева по неявному ключу от обычного, операции теперь будут описываться так: \(split(root,t)\) — разбиение дерева на два так, что в левом окажется ровно t вершин, и \(merge(root1,root)\) — слияние двух любых деревьев, соответственно.




Split

Пусть процедура \(split\) запущена в корне дерева с требованием отрезать от дерева k вершин. Также известно, что в левом поддереве вершины находится \(l\) вершин, а в правом \(r\). Рассмотрим все возможные случаи:


	\(l>=k\). В этом случае нужно рекурсивно запустить процедуру split от левого сына с тем же параметром \(k\). При этом новым левым сыном корня станет правая часть ответа рекурсивной процедуры, а правой частью ответа станет корень.


	\(l<k\) Случай симметричен предыдущему. Рекурсивно запустим процедуру split от правого сына с параметром \(k−l−1\). При этом новым правым сыном корня станет левая часть ответа рекурсивной процедуры, а левой частью ответа станет корень.




pair<Node *, Node *> split(Node *t, ll k) {
    if (!t) return {nullptr, nullptr};
    int l = t -> left -> size;
    if (l >= k) {
        auto result = split(t -> left, k);
        auto t1 = result.first;
        auto t2 = result.second;
        t -> left = t2;
        update_size(t);
        return {t1, t};
    } else {
        auto result = split(t -> right, k - l - 1);
        auto t1 = result.first;
        auto t2 = result.second;
        t -> right = t1;
        update_size(t);
        return {t, t2};
    }
}








Merge

Посмотрим любую из реализаций процедуры merge. Заметим, что в ней программа ни разу не обращается к ключу \(X\). Поэтому реализация процедуры merge для декартова дерева по неявному ключу вообще не будет отличаться от реализации той же процедуры в обычном декартовом дереве.




Поддержание корректности значений C

Единственное действие, обеспечивающее корректность этих значений заключается в том, что после любого действия с детьми вершины нужно записать в ее поле \(C\) сумму этих значений в ее новых детях, увеличенную на единицу.

Псевдокод:

void update(Treap t)
  t.size = 1 + t.left.size + t.right.size









          

      

      

    

  

    
      
          
            
  

          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
livereload

sudo apt install ruby-dev
sudo gem install rdoc -V
sudo gem install guard -V
sudo gem install guard-livereload -V





Заходим в нашу директорию с проектом

guard init





В файле Guardfile [https://pastebin.com/TTS6wLgy] меняем

watch(%r{public/.+\.(#{compiled_exts * '|'})})





на

watch(%r{.+\.(#{compiled_exts * '|'})})





Теперь запускаем «мониторинг»

guard





root@lxc:/home/lxc/algo# guard
18:39:59 - INFO - LiveReload is waiting for a browser to connect.
18:39:59 - INFO - Guard is now watching at '/home/lxc/algo'









          

      

      

    

  

    
      
          
            
  https://algowiki.readthedocs.io/ru/latest/index.html



          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
SQL уязвимость

select * from users where user.login=login and userse.password=password





Уязвимость:


	login = „“or’1“=„1“


	password=“„or’1“=„1“




sql.training.hackerdom.ru




wireshark

– - коментрий





          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
Дерево отрезков

\(O(log(n))\) time, \(4n\) - memory

Дерево отрезков — это структура данных которая может:


	за \(O(log(n))\): - нахождение значения функции на отрезке \([l, r]\)


	за \(O(log(n))\) - обновление значения элемента




Прмер дерева на минимум:

[image: _images/Segment_tree.png]



Структура

Структура представляет собой дерево, листьями которого являются элементы исходного массива. Другие вершины этого дерева имеют по \(2\) ребенка и содержат результат операции от своих детей (например минимум или сумму). Таким образом, корень содержит результат искомой функции от всего массива \([0…n−1]\), левый ребёнок корня содержит результат функции на \([0…\frac{n}{2}]\), а правый, соответственно результат на \([\frac{n}{2}+1…n−1]\). И так далее, продвигаясь вглубь дерева.




Построение дерева

Пусть исходный массив \(a\) состоит из \(n\) элементов. Для удобства построения увеличим длину массива \(a\) так, чтобы она равнялась ближайшей степени двойки, т.е. \(2^k\), где \(2^k⩾n\). Это сделано, для того чтобы не допустить обращение к несуществующим элементам массива при дальнейшем процессе построения. Пустые элементы необходимо заполнить нейтральными элементами моноида. Тогда для хранения дерева отрезков понадобится массив \(t\) из \(2^k+1\) элементов, поскольку в худшем случае количество вершин в дереве можно оценить суммой \(n+\frac{n}{2}+\frac{n}{4}…+1<2n\), где \(n=2^k\). Таким образом, структура занимает линейную память.

int size = 1 << ((int) ceil(log2(n)));





Удобно описывать эту операцию рекурсивно: мы запускаем процедуру построения от корня дерева отрезков, а сама процедура построения, если её вызвали не от листа, вызывает себя от каждого из двух сыновей и суммирует вычисленные значения, а если её вызвали от листа — то просто записывает в себя значение этого элемента массива.

Асимптотика построения дерева отрезков составит, таким образом, \(O(n)\).




Запрос суммы

Рассмотрим теперь запрос суммы. На вход поступают два числа \(l\) и \(r\), и мы должны за время \(O (\log n)\) посчитать сумму чисел на отрезке \(a[l \ldots r]\).

Для этого мы будем спускаться по построенному дереву отрезков, используя для подсчёта ответа посчитанные ранее суммы на каждой вершине дерева. Изначально мы встаём в корень дерева отрезков. Посмотрим, в какие из двух его сыновей попадает отрезок запроса \([l \ldots r]\) (напомним, что сыновья корня дерева отрезков — это отрезки \([0 \ldots n/2]\) и \([n/2+1 \ldots n-1]\)). Возможны два варианта: что отрезок \([l \ldots r]\) попадает только в одного сына корня, и что, наоборот, отрезок пересекается с обоими сыновьями.

Первый случай прост: просто перейдём в того сына, в котором лежит наш отрезок-запрос, и применим описываемый здесь алгоритм к текущей вершине.

Во втором же случае нам не остаётся других вариантов, кроме как перейти сначала в левого сына и посчитать ответ на запрос в нём, а затем — перейти в правого сына, посчитать в нём ответ и прибавить к нашему ответу. Иными словами, если левый сын представлял отрезок \([l_1 \ldots r_1]\), а правый — отрезок \([l_2 \ldots r_2]\) (заметим, что \(l_2 = r_1 + 1\)), то мы перейдём в левого сына с запросом \([l \ldots r_1]\), а в правого — с запросом \([l_2 \ldots r]\).

Итак, обработка запроса суммы представляет собой рекурсивную функцию, которая всякий раз вызывает себя либо от левого сына, либо от правого (не изменяя границы запроса в обоих случаях), либо от обоих сразу (при этом деля наш запрос на два соответствующих подзапроса). Однако рекурсивные вызовы будем делать не всегда: если текущий запрос совпал с границами отрезка в текущей вершине дерева отрезков, то в качестве ответа будем возвращать предвычисленное значение суммы на этом отрезке, записанное в дереве отрезков.

Иными словами, вычисление запроса представляет собой спуск по дереву отрезков, который распространяется по всем нужным ветвям дерева, и для быстрой работы использующий уже посчитанные суммы по каждому отрезку в дереве отрезков.

\(O(\log n)\) потому что \((\log n)\) высота дерева




Запрос обновления

Напомним, что запрос обновления получает на вход индекс \(i\) и значение \(x\), и перестраивает дерево отрезков таким образом, чтобы оно соответствовало новому значению \(a[i]=x\). Этот запрос должен также выполняться за время \(O (\log n)\).

Это более простой запрос по сравнению с запросом подсчёта суммы. Дело в том, что элемент \(a[i]\) участвует только в относительно небольшом числе вершин дерева отрезков: а именно, в \(O (\log n)\) вершинах — по одной с каждого уровня.

Тогда понятно, что запрос обновления можно реализовать как рекурсивную функцию: ей передаётся текущая вершина дерева отрезков, и эта функция выполняет рекурсивный вызов от одного из двух своих сыновей (от того, который содержит позицию \(i\) в своём отрезке), а после этого — пересчитывает значение суммы в текущей вершине точно таким же образом, как мы это делали при построении дерева отрезков (т.е. как сумма значений по обоим сыновьям текущей вершины).

Задача RSQ сумма на отрезке с обновлением одного элемента

[image: _images/yVgsPbN.png]
#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

typedef long long ll;

vector<ll> a;
vector<ll> t;
vector<ll> p;

void build(ll v, ll l, ll r) {
    if (l == r) {
        t[v] = a[l];
        return ;
    }
    ll m = (l + r) / 2;
    build(2 * v, l, m);
    build(2 * v + 1, m + 1, r);
    t[v] = t[2 * v] + t[2 * v + 1];
}

ll get(ll v, ll l, ll r, ll A, ll B) {
    if (r < A || l > B) {
        return 0;
    }
    if (A <= l && r <= B) {
        return t[v];
    }
    ll m = (l + r) / 2;
    return get(v * 2, l, m, A, B) +
           get(v * 2 + 1, m + 1, r, A, B);
}


ll GET(ll l, ll r) {
    return get(1, 0, a.size() - 1, l, r);
}

void update(ll v, ll l, ll r, ll A, ll B, ll x) {
    if (r < A || l > B) {
        return ;
    }
    if (l == r) {
        t[v] = x;
        a[l] = x;
        return ;
    }
    ll m = (l + r) >> 1;
    update(2 * v, l, m, A, B, x);
    update(2 * v + 1, m + 1, r, A, B, x);
    t[v] = t[2 * v] + t[2 * v + 1];
}

void Set(ll i, ll x) {
    update(1,  0, a.size() - 1, i, i, x);
}

int main() {
    ios::sync_with_stdio(0);
    cin.tie(0);
    ll n;
    cin >> n;
    int size = 1 << ((int) ceil(log2(n)));
    a.resize(size);
    p.resize(2 * size, -1);
    t.resize(2 * size, 0);
    for (int i = 0; i <n; i++) {
        cin >> a[i];
    }
    build(1, 0, size - 1);
    string command;
    ll i, x;
    while (cin >> command) {
        cin >> i >> x;
        if (command == "sum") {
            cout << GET(i - 1, x - 1) << "\n";
        } else {
            Set(i - 1, x);
        }
    }
    return 0;
}










Обновление значений на отрезке [l, r] за \(O(log(n))\)

TODO





          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
Динамическое программирование

НВП - наибольшая возрастающая подпоследоватеьность

\(i < j < n ... < k\)

\(a_i < a_j ... a_k\)




Используя дерево отрезков на максимум \(O(n \log n)\)

Сожмём массив a


	sort(a)


	TODO




b[x] = НВП окончивающийся элементом x

for i in range(n):
    dp[i] = b.get(0, a[i] - 1) + 1
    b.relax(a[i], dp)








\(O(n ^ 2)\)


	\(d[i]\) - наименьшее число на которое заканчивается НВП размером i


	Изначально мы полагаем \(d[0] = -\infty\), а все остальные элементы \(d[i] = \infty\).


	Считать эту динамику мы будем постепенно, обработав число \(a[0]\), затем \(a[1]\), и т.д.




Приведём реализацию этой динамики за \(O (n^2)\):




TODO code-

int d[MAXN];
d[0] = -INF;
for (int i=1; i<=n; ++i)
    d[i] = INF;

for (int i=0; i<n; i++)
    for (int j=1; j<=n; j++)
        if (d[j-1] < a[i] && a[i] < d[j])
            d[j] = a[i];








Используя бинпоиск \(O(n \log n)\)

Используя функцию \(upper_bound\)  (который возвращает позицию первого элемента, строго большего данного):

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

#define ll long long
#define INF (long long) 1e18

int main() {
    ll n, t;
    cin >> n;
    vector<ll> a(n);
    for (int i = 0; i < n; i++) {
        cin >> a[i];
    }
    vector<ll> d (n + 1, INF);
    d[0] = -INF;
    vector<ll> p (n);
    vector<ll> no (n + 1);
    no[0] = -1;
    for (ll i = 0; i < n; i++) {
            ll j = upper_bound(d.begin(), d.end(), a[i]) - d.begin() - 1;
            if (d[j] < a[i] && a[i] < d[j + 1]) {
                    d[j + 1] = a[i];
                    p[i] = no[j];
                    no[j + 1] = i;
            }
    }
    vector<int> result;
    for (int i = n; i >= 1; i--)
        if (d[i] != INF) {
            for (int cur = no[i]; cur != -1; cur = p[cur])
                result.push_back (cur);
                break;
            }
    reverse(result.begin(), result.end());
    cout << result.size() << "\n";
    for (unsigned i = 0; i < result.size(); i++)
            cout << result[i] + 1 << " ";
    return 0;
}










НОП

НОП - наибольшая общая подпоследовательность

Последовательность \(Z=⟨z_1,z_2,…,z_k⟩\) является подпоследовательностью (англ. subsequence) последовательности \(X=⟨x_1,x_2,…,x_m⟩\), если существует строго возрастающая последовательность \(⟨i_1,i_2,…,i_k⟩\) индексов \(X\) таких, что для всех \(j=1,2,…,k\) выполняется соотношение \(x_{i_j}=z_j\).

Задача:

Пусть имеются последовательности \(X=⟨x_1,x_2,…,x_m⟩\) и \(Y=⟨y_1,y_2,…,y_n⟩\). Необходимо найти \(LCS(X,Y)\)






Рюкзак

Дано \(N\) предметов, \(W\) — вместимость рюкзака, \(w={w_1,w_2,…,w_N}\) — соответствующий ему набор положительных целых весов, \(p={p_1,p_2,…,p_N}\) — соответствующий ему набор положительных целых стоимостей.
Нужно найти набор бинарных величин \(B={b_1,b_2,…,b_N}\), где \(b_i=1\), если предмет \(n_i\) включен в набор, \(b_i=0\), если предмет \(n_i\) не включен, и такой что:


	\(b_1w_1+⋯+b_Nw_N⩽W\)


	\(b_1p_1+⋯+b_Np_N\) максимальна.







Динамического программирования. \(O(NW)\)

TODO https://neerc.ifmo.ru/wiki/index.php?title=Задача_о_рюкзаке




ДП на подотрезках

строка s PHOTO TODO




Треангуляция

n - вершин многоугольника. Разбить его на треугольники.


	Сумма отрезков треугольника минимальна


	Отрезки не пересекаются




Решение


	dp[i][j] - цена минимальной треангуляции многоугольника от i до j







Дп по числам

числа длинной n, суммa цифр k


	dp[i][j] - кол-во чисел с суммой цифр j и длинной i




PHOTO TODO





          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
Дп на поддеревьях




\(O(V + E)\) Максимальное паросочетание в дереве


	Состояние динамики:



	dp[u].no_take - максимальное парасочетание в поддереве в вершине u, не беря вершину в парасочентание








	dp[u].take - максимальное парасочетание в поддереве в вершине u, беря вершину в парасочентание






	База:


dp[листа].take = 0, dp[листа].take = 0;






	Переходы:


\(v\) - вершина, \(u\) - ребёнок


	dp[u].no_take += max(dp[v].take, dp[v].no_take); - без разницы какое состояние взять


	dp[u].take = dp[u].no_take + dp[v].no_take - max(dp[v].take, dp[v].no_take); - надо взять вершину \(u\) с \(v\) а с отальными соеденяем









	Где ответ:




max((ll) best_matcing[0].take, (ll) best_matcing[0].no_take);





code from gate ЛКЛ 2019 - Параллель B - День 03 (ДП по подмножествам и поддеревьям)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

typedef long long ll;

const ll INF = (ll) 1e18;

struct three {
    ll no_take = 0, take = 0, pred = -1;
};

vector<vector<ll>> graph;
vector<bool> used;
vector<three> best_matcing;

void calculate_tree_best_matcing(ll vertex, ll prev_vertex) {
    if (graph[vertex].size() == 0) {
        return;
    }
    for (auto new_vertex : graph[vertex]) {
        if (new_vertex != prev_vertex) {
            calculate_tree_best_matcing(new_vertex, vertex);
        }
    }
    for (auto new_vertex : graph[vertex]) {
        if (new_vertex != prev_vertex) {
            best_matcing[vertex].no_take += max(best_matcing[new_vertex].no_take, best_matcing[new_vertex].take);
        }
    }
    pair<ll, ll> ans = {-INF, -1};
    for (auto new_vertex : graph[vertex]) {
        if (new_vertex != prev_vertex) {
            ll curent_ans =
                    best_matcing[vertex].no_take + best_matcing[new_vertex].no_take -
                    max(best_matcing[new_vertex].no_take, best_matcing[new_vertex].take);
            if (curent_ans > ans.first) {
                ans = {curent_ans, new_vertex};
            }
        }
    }
    best_matcing[vertex].pred = ans.second;
    best_matcing[vertex].take = ans.first + 1;
}

void print(ll vertex, ll prev_vertex) {
    for (auto new_vertex : graph[vertex]) {
        if (new_vertex != prev_vertex) {
            if (best_matcing[vertex].pred != -1 && best_matcing[vertex].pred == new_vertex &&
                best_matcing[vertex].take > best_matcing[vertex].no_take) {
                cout << vertex + 1 << " " << new_vertex + 1 << "\n";
            }
            print(new_vertex, vertex);
        }
    }
}

int main() {
    ll n, m, a, b;
    cin >> n >> m;
    used.resize(n, false);
    best_matcing.resize(n);
    graph.resize(n);
    for (int i = 0; i < m; i++) {
        cin >> a >> b;
        a--, b--;
        graph[a].push_back(b);
        graph[b].push_back(a);
    }
    calculate_tree_best_matcing(0, -1);
    cout << max((ll) best_matcing[0].take, (ll) best_matcing[0].no_take) << "\n";
    print(0, -1);
    return 0;
}








\(O(V + E)\) Задача о независимом множестве


	Состояние динамики:



	dp[u][0] - максимальное множество без вершины \(u\)


	dp[u][1] - максимальное множество с вершиной \(u\)









	База:



	нету









	Переходы:


\(v\) - дети вершины \(u\)





	dp[u][0] = sum(max(dp[v][0], dp[v][1]))


	dp[u][1] = sum(dp[v][0]) + 1






	Где ответ:




max((ll) dp[0][0], (ll) dp[0][1]);






Невзвешанное дерево (вес 1)

[image: _images/7eBP9Pj.png]
#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

typedef long long ll;

vector<bool> used;
vector<pair<ll, ll>> dp;
vector<vector<ll>> v;

void dfs(ll u) {
    used[u] = true;
    for (auto q : v[u]) {
        dfs(q);
    }
    ll sum1 = 0, sum0 = 0;
    for (auto q: v[u]) {
        dp[u].second += dp[q].first;
        dp[u].first += max(dp[q].first, dp[q].second);
    }
    dp[u].second++;
}

int main() {
    ios::sync_with_stdio(0);
    cin.tie(0);
    ll n, x, root;
    cin >> n;
    used.resize(n);
    dp.resize(n);
    v.resize(n);
    for (int i = 0; i < n; i++) {
        cin >> x;
        if (x == 0) {
            root = i;
        } else {
            x--;
            v[x].push_back(i);
        }
    }
    dfs(root);
    cout << max(dp[root].first, dp[root].second);
    return 0;
}








Взвешанное дерево

Добавим в случае dp[u].second += w[u];

[image: _images/aiwhCMB.png]
#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

typedef long long ll;

vector<bool> used;
vector<pair<ll, ll>> dp;
vector<vector<ll>> v;
vector<ll> w;

void dfs(ll u) {
    used[u] = true;
    for (auto q : v[u]) {
        dfs(q);
    }
    ll sum1 = 0, sum0 = 0;
    for (auto q: v[u]) {
        dp[u].second += dp[q].first;
        dp[u].first += max(dp[q].first, dp[q].second);
    }
    dp[u].second += w[u];
}

int main() {
    ios::sync_with_stdio(0);
    cin.tie(0);
    ll n, x, root, y;
    cin >> n;
    used.resize(n);
    dp.resize(n);
    v.resize(n);
    w.resize(n);
    for (int i = 0; i < n; i++) {
        cin >> x >> y;
        w[i] = y;
        if (x == 0) {
            root = i;

        } else {
            x--;
            v[x].push_back(i);
        }
    }
    dfs(root);
    cout << max(dp[root].first, dp[root].second);
    return 0;
}











          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
Вторая статистика


     lol

Дано число N и последовательность из N целых чисел. Найти вторую порядковую статистику (второй минимум) на заданных диапазонах.


Формат файла входных данных:

В первой строке заданы 2 числа: размер последовательности N  (1 ≤ N ≤ 105) и количество диапазонов M  (1 ≤ M ≤ 4*106).

Следующие N целых чисел задают последовательность. Далее вводятся M пар чисел - границ диапазонов.

Гарантируется, что каждый диапазон содержит как минимум 2 элемента.

Все числа не превышают 109 по модулю.




Формат файла выходных данных:

Для каждого из M диапазонов напечатать элемент последовательности - 2ю порядковую статистику. По одному числу в строке.




Пример:







          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
Геометрия

Вектор - направленныйй отрезок

Полярные кординаты - представление вектора с длиноной и углом




\[ \begin{align}\begin{aligned}\overrightarrow{A} * \overrightarrow{B} = (a_x * b_x, a_y * b_y)\\\overrightarrow{A} * \overrightarrow{A} = \overrightarrow{A} ^ 2\\\overrightarrow{A} * 0 = 0\\\overrightarrow{A} * \overrightarrow{B} = \overrightarrow{B} * \overrightarrow{A}\\\overrightarrow{A} * (\overrightarrow{B} + C) = \overrightarrow{A} * \overrightarrow{B} + \overrightarrow{A} * C\\\overrightarrow{A} * (\overrightarrow{B} * C) = (\overrightarrow{A} * \overrightarrow{B}) * C\end{aligned}\end{align} \]



Перевод из Декартовой в Полярную систему и обратно


\[ \begin{align}\begin{aligned}(x, y) \Longrightarrow (a, \varphi)\\\varphi = \arctan \frac{y}{x}\\a = \sqrt{x ^ 2 + y ^ 2}\end{aligned}\end{align} \]




\[ \begin{align}\begin{aligned}(a, \varphi) \Longrightarrow (x, y)\\x = a * \cos \varphi\\y = a * \sin \varphi\end{aligned}\end{align} \]



Нормирование вектора


\[ \begin{align}\begin{aligned}a = \sqrt{x ^ 2 + y ^ 2}\\(\frac{x}{a}; \frac{y}{a})\end{aligned}\end{align} \]




\[ \begin{align}\begin{aligned}\overrightarrow{A} + \overrightarrow{B} = (a_x + b_x, a_y + b_y)\\\overrightarrow{A} - \overrightarrow{B} = (a_x - b_x, a_y - b_y)\end{aligned}\end{align} \]

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

typedef long long ll;
typedef long double ld;

struct point {
    ld x, y;

    friend bool operator==(const point &f, const point &s) {
        return f.x == s.x && f.y == s.y;
    }

    friend bool operator!=(const point &f, const point &s) {
        return !(f.x == s.x && f.y == s.y);
    }
};

struct Coefficient {
    ld a, b, c;

    Coefficient(ld a_, ld b_, ld c_) {
        a = a_;
        b = b_;
        c = c_;
    }

    Coefficient(point p1, point p2) {
        a = p2.y - p1.y;
        b = -(p2.x - p1.x);
        c = -(a * p1.x + b * p1.y);
    }

    friend bool operator==(const Coefficient &f, const Coefficient &s) {
        return f.a == s.a && f.b == s.b && f.c == f.c;
    }
};

struct Vector {
    point p;

    Vector(point f, point s) { // f -> s
        p = {s.x - f.x, s.y - f.y};
    }

    Vector(point t) {
        p = t;
    }

    Vector(ld x, ld y) {
        p = {x, y};
    }

    friend Vector operator+(const Vector &f, const Vector &s) {
        return Vector(f.p.x + s.p.x, f.p.y + s.p.y);
    }

    friend Vector operator-(const Vector &f, const Vector &s) {
        return Vector(f.p.x - s.p.x, f.p.y - s.p.y);
    }

    friend ld operator*(const Vector &f, const Vector &s) {
        return f.p.x * s.p.y - f.p.y * s.p.x;
    }

    friend ld operator^(const Vector &f, const Vector &s) {
        return f.p.x * s.p.x + f.p.y * s.p.y;
    }

};

ld rast(point a, point b) {
    return sqrt((a.x - b.x) * (a.x - b.x) + (a.y - b.y) * (a.y - b.y));
}


ld angle(point a, point b, point c) {
    auto Vec1 = Vector(a, c);
    auto Vec2 = Vector(a, b);
    return atan2(Vec1 * Vec2, Vec1 ^ Vec2);
}

ld point_to_vector(point p1, point p2, point p3) {
    point p; // point vector
    p.x = p2.x - p1.x;
    p.y = p2.y - p1.y;
    point pn; // point normal
    pn.x = -p.y;
    pn.y = p.x;
    point p4; // point p3 p4
    p4.x = p3.x + pn.x;
    p4.y = p3.y + pn.y;
    auto line = Coefficient(p3, p4);
    auto vector = Coefficient(p1, p2);
    ld DET = vector.a * line.b - line.a * vector.b;
    ld DETx = -vector.c * line.b - -line.c * vector.b;
    ld DETy = vector.a * -line.c - line.a * -vector.c;
    point P;
    P.x = DETx / DET;
    P.y = DETy / DET;
    return rast(P, p3);
}

ld Point_to_vector(point c, point a, point b) {
    if (angle(a, b, c) < 0 || angle(b, a, c) < 0) {
        return min(rast(c, a), rast(c, b));
    } else {
        return point_to_vector(a, b, c);
    }
}

bool p(point a, point b, point c, point d) {
    // c-d ? a-b
    auto p = Vector(d, c);
    auto v1 = Vector(d, a);
    auto v2 = Vector(d, b);
    auto vec1 = v1 * p;
    auto vec2 = v2 * p;
    if (!((vec1 <= 0 && vec2 <= 0) || (vec1 >= 0 && vec2 >= 0))) {
        return true;
    } else {
        return false;
    }
}

ld sq(vector<point> &fig) {
    ld res = 0;
    for (ll i = 0; i < fig.size(); i++) {
        point a = i ? fig[i - 1] : fig.back(), b = fig[i];
        res += Vector(a) * Vector(b);
    }
    return abs(res) / 2;
}

int main() {
    return 0;
}









          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
	ДП-1




a ? Доказать что lis[i] <= lis[i + 1] при решении за \(O(log(n))\)

Динамика теперь будет такой: пусть \(d[i] (i = 0 \ldots n)\) — это число, на которое оканчивается возрастающая подпоследовательность длины \(i\) (а если таких чисел несколько — то наименьшее из них).

\(d[i] \le d[i + 1]\).

b

c +


	ДП-2




a +

b (+) 124 dec = 1111100 bin;

Путь 0 1 2 3 4 заканчикающийся в 3

dp[124][3] = -3

Переход в вершину 5, т к она соеденана ребром с 3 и 5 нет в маске. 1111110 bin = 126 переход dp[126][5]


	Структуры 1




a +

b (+)

r–, l–;

ll k = fast_log[r - l + 1];
min(a[sparse_table[r - (1 << k) + 1][k]], a[sparse_table[l][k]])

sparse_table
3 3 2
8 4 2
4 2 2
2 2 2
5 5 5
9 9 9
15 15 15


ans
2
2





c +


	Структуры 2




a  3d fenfick

b +


	Структуры 3




a +

b


	Графы 1




a

b

c

d


	Графы 2




a

b

c



          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
Префикс-функция

Дана строка \(s[0 \ldots n-1]\). Требуется вычислить для неё префикс-функцию, т.е. массив чисел \(\pi[0 \ldots n-1]\), где \(\pi[i]\) определяется следующим образом: это такая наибольшая длина наибольшего собственного суффикса подстроки \(s[0 \ldots i]\), совпадающего с её префиксом (собственный суффикс — значит не совпадающий со всей строкой). В частности, значение \(\pi[0]\) полагается равным нулю.


Например, для строки «abcabcd» префикс-функция равна: [0, 0, 0, 1, 2, 3, 0], что означает:







	строка

	совпадает с суффиксом

	префикс длины





	a

	❌

	0



	ab

	❌

	0



	abc

	❌

	0



	abca

	✔

	1



	abcab

	✔

	2



	abcabc

	✔

	3



	abcabcd

	❌

	0









❌ Тривиальный алгоритм \(O(n ^ 3)\)

vector<int> prefix_function (string s) {
    int n = (int) s.length();
    vector<int> pi (n);
    for (int i=0; i<n; ++i)
        for (int k=0; k<=i; ++k)
            if (s.substr(0,k) == s.substr(i-k+1,k))
                pi[i] = k;
    return pi;
}








✔ Итоговый аггоритм \(O(n)\)


	Считать значения префикс-функции \(\pi[i]\) будем по очереди: от \(i=1\) к \(i=n-1\) (значение \(\pi[0]\) просто присвоим равным нулю).


	Для подсчёта текущего значения \(\pi[i]\) мы заводим переменную \(j\), обозначающую длину текущего рассматриваемого образца. Изначально \(j = \pi[i-1]\).


	Тестируем образец длины \(j\), для чего сравниваем символы \(s[j]\) и \(s[i]\). Если они совпадают — то полагаем \(\pi[i] = j+1\) и переходим к следующему индексу \(i+1\). Если же символы отличаются, то уменьшаем длину j, полагая её равной \(\pi[j-1]\), и повторяем этот шаг алгоритма с начала.


	Если мы дошли до длины \(j=0\) и так и не нашли совпадения, то останавливаем процесс перебора образцов и полагаем \(\pi[i] = 0\) и переходим к следующему индексу \(i+1\).




vector<int> prefix_function (string s) {
    int n = (int) s.length();
    vector<int> pi (n);
    for (int i=1; i<n; ++i) {
        int j = pi[i-1];
        while (j > 0 && s[i] != s[j])
            j = pi[j-1];
        if (s[i] == s[j])  ++j;
        pi[i] = j;
    }
    return pi;
}










Применения


Поиск подстроки в строке. Алгоритм Кнута-Морриса-Пратта \(O(n + m)\)

\(O(n + m)\) времени и \(O(n)\) памяти.

Эта задача является классическим применением префикс-функции (и, собственно, она и была открыта в связи с этим).

Дан текст \(t\) и строка \(s\), требуется найти и вывести позиции всех вхождений строки \(s\) в текст \(t\).

Обозначим для удобства через \(n\) длину строки \(s\), а через \(m\) — длину текста \(t\).


	Образуем строку \(s + \# + t\), где символ \(\#\) — это разделитель, который не должен нигде более встречаться.


	Посчитаем для этой строки префикс-функцию.


	
	Теперь рассмотрим её значения, кроме первых \(n+1\) (которые, как видно, относятся к строке \(s\) и разделителю).


	Но в нашем случае это \(\pi[i]\) — фактически длина наибольшего блока совпадения со строкой \(s\) и оканчивающегося в позиции \(i\). Больше, чем \(n\), эта длина быть не может — за счёт разделителя. А вот равенство \(\pi[i] = n\) (там, где оно достигается), означает, что в позиции \(i\) оканчивается искомое вхождение строки s (только не надо забывать, что все позиции отсчитываются в склеенной строке \(s+\#+t\)).








Таким образом, если в какой-то позиции \(i\) оказалось \(\pi[i] = n\), то в позиции \(i - (n + 1) - n + 1 = i - 2 n\) строки \(t\) начинается очередное вхождение строки \(s\) в строку \(t\).

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

typedef long long ll;

vector<int> pf(string s) {
    int n = (int) s.length();
    vector<int> pi (n);
    for (int i=1; i<n; ++i) {
        int j = pi[i-1];
        while (j > 0 && s[i] != s[j])
            j = pi[j-1];
        if (s[i] == s[j])  ++j;
        pi[i] = j;
    }
    return pi;
}
int main() {
    ios::sync_with_stdio(0);
    cin.tie(0);

    string s, t;
    cin >> s >> t;
    auto pfv = pf(s + "#" + t);
    vector<ll> ans;
    for (int i = s.size() + 1; i < pfv.size(); i++) {
        if (pfv[i] == s.size()) {
            ans.push_back(i - 2 * s.size() + 1);
        }
    }
    cout << ans.size() << "\n";
    for (auto i : ans) {
        cout << i << " ";
    }
    return 0;
}











          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
TODO

lol

Дерево отрезков. Разреженные таблицы. Декартово дерево по явному и неявному ключу.

Наибольшая возрастающая подпоследовательность, наибольшая общая подпоследовательность. Динамическое программирование по подотрезкам. Динамическое программирование по подмножествам. Динамическое программирование по поддеревьям. Продвинутые применения обхода в глубину: топологическая сортировка, поиск мостов и точек сочленения. Алгоритм Дейкстры. Алгоритм Флойда. Алгоритм Форда-Беллмана. Алгоритм Прима. Алгоритм Краскала. Система непересекающихся множеств. Элементарная вычислительная геометрия: вектора, операции с ними, задание простейших геометрических объектов. Геометрия окружностей. Геометрия многоугольников, построение выпуклой оболочки множества точек. Эффективный поиск пары ближайших точек. Хеширование. Хеш-таблица. Алгоритм Кнута-Морриса-Пратта, Z-функция. Бор. Расширенный алгоритм Евклида. Обращение элемента по простому модулю. Понятие первообразного корня по простому модулю.




new commit


	conf.html


	treap.html


	Разреженная таблица (code) & formula st[i][j] from https://neerc.ifmo.ru/wiki/index.php?title=Решение_RMQ_с_помощью_разреженной_таблицы







old commit’s


	prefix_func.html 100


	z_func.html 100


	do.html 100 Обновление значений на отрезке [l, r] за \(O(log(n))\)


	dsu.html 100 Алгоритм Крускала (code)


	geometry.html 100


	dp_tree.html ?? Парсочи Задача о независимом множестве +


	dp_mn.html 0


	dp.html 50 ???




TODO:

dp_tree code from gate

sparse_table code from gate





          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
sublime settings

Preferemces -> Settings and replace

«word_wrap»: true
«highlight_line»: true

plugins:


	CppFastOlympicCoding [https://packagecontrol.io/packages/CppFastOlympicCoding] (testing + EasyClangComplete + debug + …) codeforces [https://codeforces.com/blog/entry/60627] 2580 author [https://codeforces.com/profile/UnstoppableSolveMachine]


	Terminus [https://packagecontrol.io/packages/Terminus] (terminal in sublime)


	gruvbox [https://packagecontrol.io/packages/gruvbox] (theme)


	EasyClangComplete [https://packagecontrol.io/packages/EasyClangComplete] (c++ auto complete)


	BracketHighlighter [https://packagecontrol.io/packages/BracketHighlighter] (Brackets)


	SideBarEnhancements [https://packagecontrol.io/packages/SideBarEnhancements]


	JEDI Python autocompletion [https://packagecontrol.io/packages/Jedi%20-%20Python%20autocompletion]


	Restructured Text RST Snippets [https://packagecontrol.io/packages/Restructured%20Text%20(RST)%20Snippets]




{
        "target": "terminus_open",
        "cmd" : ["python3", "$file"],
        "working_dir": "${file_path}",
        "auto_close": false,
}





{
        "target": "terminus_open",
        "shell_cmd": "g++ $file && echo starts && time ./a.out",
        "working_dir": "${file_path}",
        "auto_close": false,
}









          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
Z-функция

Пусть дана строка \(s\) длины \(n\). Тогда Z-функция от этой строки — это массив длины \(n\), \(i\)-ый элемент которого равен наибольшему числу символов, начиная с позиции \(i\), совпадающих с первыми символами строки \(s\).

Иными словами, \(z[i]\) — это наибольший общий префикс строки \(s\) и её \(i\)-го суффикса.




Примеры


Приведём для примера подсчитанную Z-функцию для нескольких строк





	string

	z-func





	aaaaa

	0, 4, 3, 2, 1



	aaabaab

	0, 2, 1, 0, 2, 1, 0



	abacaba

	0, 0, 1, 0, 3, 0, 1









Тривиальный алгоритм

Формальное определение можно представить в виде следующей элементарной реализации за \(O (n^2)\):

vector<int> z_function_trivial (string s) {
    int n = (int) s.length();
    vector<int> z (n);
    for (int i = 1; i < n; i++)
        while (i + z[i] < n && s[z[i]] == s[i+z[i]])
            z[i]++;
    return z;
}








Эффективный алгоритм вычисления Z-функции \(O(n)\)

vector<ll> zf(string s) {
    vector<ll> z(s.size());
    for (int i = 1, l = 0, r = 0; i < s.size(); ++i) {
        if (i <= r)
            z[i] = min((ll)r - i + 1, z[i - l]);
        while (i + z[i] < s.size() && s[z[i]] == s[i + z[i]])
            z[i]++;
        if (i + z[i] - 1 > r)
            l = i, r = i + z[i] - 1;
    }
    return z;
}








Применения


Поиск подстроки в строке \(O(n)\)

Во избежании путаницы, назовём одну строку текстом \(t\), другую — образцом \(p\). Таким образом, задача заключается в том, чтобы найти все вхождения образца \(p\) в текст \(t\).

Для решения этой задачи образуем строку \(s = p + \# + t\), т.е. к образцу припишем текст через символ-разделитель (который не встречается нигде в самих строках).

Посчитаем для полученной строки Z-функцию. Тогда для любого \(i\) в отрезке \([0; length(t)-1]\) по соответствующему значению \(z[i + length(p) + 1]\) можно понять, входит ли образец \(p\) в текст \(t\), начиная с позиции \(i\): если это значение Z-функции равно \(length(p)\), то да, входит, иначе — нет.

Таким образом, асимптотика решения получилась \(O (length(t) + length(p))\). Потребление памяти имеет ту же асимптотику.

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

typedef long long ll;

vector<ll> zf(string s) {
    vector<ll> z(s.size());
    for (int i = 1, l = 0, r = 0; i < s.size(); ++i) {
        if (i <= r)
            z[i] = min((ll) r - i + 1, z[i - l]);
        while (i + z[i] < s.size() && s[z[i]] == s[i + z[i]])
            z[i]++;
        if (i + z[i] - 1 > r)
            l = i, r = i + z[i] - 1;
    }
    return z;
}

int main() {
    ios::sync_with_stdio(0);
    cin.tie(0);

    string p, t;
    cin >> p >> t;
    auto zfv = zf(p + "#" + t);
    vector<ll> ans;
    for (int i = p.size() + 1; i < p.size() + t.size() + 1; i++) {
        if (zfv[i] == p.size()) {
            ans.push_back(i - p.size());
        }
    }

    cout << ans.size() << "\n";
    for (auto i : ans) {
        cout << i << " ";
    }
    return 0;
}








Сжатие строки

Дана строка \(s\) длины \(n\). Требуется найти самое короткое её «сжатое» представление, т.е. найти такую строку \(t\) наименьшей длины, что \(s\) можно представить в виде конкатенации одной или нескольких копий \(t\).

Для решения посчитаем Z-функцию строки \(s\), и найдём первую позицию \(i\) такую, что \(i + z[i] = n\), и при этом \(n\) делится на \(i\). Тогда строку \(s\) можно сжать до строки длины \(i\).

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

typedef long long ll;

vector<ll> zf(string s) {
    vector<ll> z(s.size());
    for (int i = 1, l = 0, r = 0; i < s.size(); ++i) {
        if (i <= r)
            z[i] = min((ll)r - i + 1, z[i - l]);
        while (i + z[i] < s.size() && s[z[i]] == s[i + z[i]])
            z[i]++;
        if (i + z[i] - 1 > r)
            l = i, r = i + z[i] - 1;
    }
    return z;
}

int main() {
    ios::sync_with_stdio(0);
    cin.tie(0);

    string s;
    cin >> s;
    auto z = zf(s);
    ll n = z.size();
    for (int i = 1; i < n; i++) {
        if (i + z[i] == n && n % i == 0) {
            cout << i;
            return 0;
        }
    }
    cout << s.size();
    return 0;
}











          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
Бинарное возведение в степень

Бинарное (двоичное) возведение в степень — это приём, позволяющий возводить любое число в \(n\)-ую степень за \(O(log(n))\) умножений (вместо \(n\) умножений при обычном подходе).


Алгоритм


\[\begin{split}a^{n} =
 \begin{cases}
   1 &n = 0\\
   (a^{n/2}) ^2 = a^{n/2} \times a^{n/2} &n = 2k\\
   a^{n-1} \times n &n \neq 2k
 \end{cases}\end{split}\]



ll binpow (ll a, ll n) {
    if (n == 0)
        return 1;
    if (n % 2 == 1)
        return binpow(a, n - 1) * a;
    else {
        ll b = binpow(a, n / 2);
        return b * b;
    }
}








\(a^{n} (mod) p\)

Поскольку мы знаем, что \(mod\) не вмешивается в умножение


\[a\times b\equiv (a \bmod m)\times(b \bmod m) \pmod m\]

ll binpow (ll a, ll n, ll p) {
    if (n == 0)
        return 1;
    if (n % 2 == 1)
        return binpow(a, n - 1, p) * a % p;
    else {
        ll b = binpow(a, n / 2, p);
        return b * b % p;
    }
}





Возведение в степень [https://www.e-olymp.com/ru/problems/273]







          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
СНМ

СНМ - система непересекающихся множеств

Эта структура данных предоставляет следующие возможности. Изначально имеется несколько элементов, каждый из которых находится в отдельном (своём собственном) множестве. За одну операцию можно:


	\(join\_set(x, y)\) - объединяет два указанных множества (множество, в котором находится элемент \(x\), и множество, в котором находится элемент \(y\)).


	\(find\_set(x, y)\) - возвращает, в каком множестве находится указанный элемент \(x\).




Построение эффективной структуры данных

Множества элементов мы будем хранить в виде деревьев: одно дерево соответствует одному множеству.
Корень дерева — это представитель (лидер) множества.
При реализации это означает, что мы заводим массив parent, в котором для каждого элемента мы храним ссылку на его предка в дерева.
Для корней деревьев будем считать, что их предок — они сами (т.е. ссылка зацикливается в этом месте).

int find_set(int v) {
    if (v == p[v])
        return v;
    return find_set(p[v]);
}

void join_sets(int a, int b) {
    a = find_set(a);
    b = find_set(b);
    if (a != b)
        p[b] = a;
}

int main() {
    ...............
    p.resize(n);
    std::iota(p.begin(), p.end(), 0);
}






Внимание

\(find\_set() - O(n)\)

Легко построить пример, когда после нескольких объединений множеств получится ситуация, что множество — это дерево, выродившееся в длинную цепочку.

В результате каждый вызов \(find\_set()\) за длину дерева \(O(n)\).






Эвристика сжатия пути


Подсказка

\(find\_set() - O(log n)\)

\(join\_set() - O(2 * find\_set())\)

Она заключается в том, что когда после вызова \(find\_set(v)\) мы найдём искомого лидера \(p\) множества, то запомним, что у вершины \(v\) и всех пройденных по пути вершин — именно этот лидер \(p\).

\(parent[]\) - теперь это сжатый массив предков, хранит предок предка, предок предка предка, и т.д.



int find_set(int v) {
    if (v == p[v])
        return v;
    return p[v] = find_set(p[v]);
}








Эвристика объединения по рангу


Подсказка

При выполнении \(join\_set()\) будем присоединять дерево с меньшим рангом к дереву с большим рангом.



bool join(ll u, ll v) {
    u = get(u);
    v = get(v);
    if (u == v) {
        return false;
    }
    if (r[u] > r[v]) {
        swap(u, v);
    }
    p[u] = v;
    r[v] = max(r[v], r[u] + 1);
    return true;
}





Объединение эвристик: сжатие пути плюс ранговая эвристика

Окончательный результат таков: при совместном применении эвристик сжатия пути и объединения по рангу время работы на один запрос получается \(O (\alpha(n)\).

\(\alpha(n)\) — обратная функция Аккермана  (n ~ 4, n <= 100 ** 600)

[image: ../_images/gwOyPzW.png]
#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

typedef long long ll;

#define INF 1e18

vector<ll> p, r;

ll get(ll u) {
    if (p[u] == u)
        return u;
    return p[u] = get(p[u]);
}

bool join(ll u, ll v) {
    u = get(u);
    v = get(v);
    if (u == v) {
        return false;
    }
    if (r[u] > r[v]) {
        swap(u, v);
    }
    p[u] = v;
    r[v] = max(r[v], r[u] + 1);
    return true;
}

int main() {
    ll n, m, a, b, w;
    cin >> n >> m;
    p.resize(n);
    for (int i = 0; i < n; i++) {
        p[i] = i;
    }
    r.resize(n);
    vector<pair<ll, pair<ll, ll>>> e(m);
    for (int i = 0; i < m; i++) {
        cin >> a >> b >> w;
        a--, b--;
        e[i] = {w, {a, b}};
    }
    sort(e.begin(), e.end());
    ll ans = 0;
    ll k = 0;
    for (int i = 0; i < m; i++) {
        auto t = join(e[i].second.first, e[i].second.second);
        if (t) {
            ans = e[i].first;
            k++;
        }
        if (k == n - 1) {
            break;
        }
    }
    cout <<  ans;
    return 0;
}








Остовное дерево.

Остовное дерево графа состоит из минимального подмножества рёбер графа, таких, что из любой вершины графа можно попасть в любую другую вершину, двигаясь по этим рёбрам.

Минимальное остовное дерево - остовное дерево при этом обладающие наименьшим возможным весом.




\(O(M\log N)\) Минимальное остовное дерево. Алгоритм Крускала с системой непересекающихся множеств


	Отсортируем все рёбра по неубыванию веса


	Затем поместим каждую вершину в своё дерево (т.е. своё множество) - на это уйдёт в сумме \(O(N)\)


	Перебираем все рёбра (в порядке сортировки) и для каждого ребра за \(O(1)\) определяем, принадлежат ли его концы разным деревьям (с помощью двух вызовов find_set() за \(O(1)\)). Наконец, объединение двух деревьев будет осуществляться вызовом join_set() - также за \(O(1)\).




Итого мы получаем асимптотику \(O (M log N + N + M) = O (M log N)\).

TODO CODE




\(O(M\log N)\) Минимальное остовное дерево. Алгортим прима.

Искомый минимальный остов строится постепенно, добавлением в него рёбер по одному. Изначально остов полагается состоящим из единственной вершины (её можно выбрать произвольно). Затем выбирается ребро минимального веса, исходящее из этой вершины, и добавляется в минимальный остов. После этого остов содержит уже две вершины, и теперь ищется и добавляется ребро минимального веса, имеющее один конец в одной из двух выбранных вершин, а другой — наоборот, во всех остальных, кроме этих двух. И так далее, т.е. всякий раз ищется минимальное по весу ребро, один конец которого — уже взятая в остов вершина, а другой конец — ещё не взятая, и это ребро добавляется в остов (если таких рёбер несколько, можно взять любое). Этот процесс повторяется до тех пор, пока остов не станет содержать все вершины (или, что то же самое, \(n-1\) ребро).

В итоге будет построен остов, являющийся минимальным. Если граф был изначально не связен, то остов найден не будет (количество выбранных рёбер останется меньше \(n-1\)).

[image: ../_images/4VGVPdD.png]
#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

typedef long long ll;

#define INF 1e18

vector<bool> used;
vector<double> min_;
vector<int> sel_;
vector<ll> d;
vector<pair<ll, ll>> z;
ll n;
double ans = 0;

double get(ll f, ll s) {
    return sqrt((z[f].first - z[s].first) * (z[f].first - z[s].first) + (z[f].second - z[s].second) * (z[f].second - z[s].second));
}

void prim() {
    min_[0] = 0;
    for (int i = 0; i < n; ++i) {
        int v = -1;
        for (int j = 0; j < n; j++)
            if (!used[j] && (v == -1 || min_[j] < min_[v]))
                v = j;
        used[v] = true;
        ans += min_[v];
        for (int to = 0; to < n; to++)
            if (get(v, to) < min_[to]) {
                min_[to] = get(v, to);
                sel_[to] = v;
            }
    }
}

int main() {
    cin >> n;
    d.resize(n);
    used.resize(n);
    min_.assign(n, INF), sel_.assign(n, -1);
    z.resize(n);
    for (int i = 0; i < n; i++) {
        cin >> z[i].first >> z[i].second;
    }


    prim();
    cout << setprecision(10) << ans;
    return 0;
}









          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
Дерево Фенвика

Дерево Фенвика - это структура данных, дерево на массиве, обладающее следующими свойствами:


	позволяет вычислять значение некоторой обратимой операции \(G\) на любом отрезке \([L; R]\) за время \(O(log(n)\);


	позволяет изменять значение любого элемента за \(O(log(n)\);


	требует \(O(n)\) памяти, а точнее, ровно столько же, сколько и массив из \(O(n)\) элементов;


	легко обобщается на случай многомерных массивов.




Наиболее распространённое применение дерева Фенвика - для вычисления суммы на отрезке, т.е. функция \(G (X1, ..., Xk) = X1 + ... + Xk\).

Дерево Фенвика было впервые описано в статье «A new data structure for cumulative frequency tables» (Peter M. Fenwick, 1994).




Описание

Для простоты описания мы предполагаем, что операция \(G\), по которой мы строим дерево, - это сумма.

Пусть дан массив \(a[0..N-1]\). Дерево Фенвика - массив \(T[0..N-1]\), в каждом элементе которого хранится сумма некоторых элементов массива \(a\):

\(T_i\) = сумма \(A_j\) для всех \(F(i) <= j <= i\),
где \(F(i)\) - некоторая функция, которую мы определим несколько позже.

Теперь мы уже можем написать псевдокод для функции вычисления суммы на отрезке \([0; R]\) и для функции изменения ячейки:

int f(int x) {
   return x & (x + 1);
}

int h(int x) {
    return x | (x + 1);
}

ll sum(int index) {
   ll result = 0;
   while (index >= 0) {
      result += fenwick[index];
      index = f(index) - 1;
   }
   return result;
}

void edit(int index, ll element) {
   int a_index = index;
   while (index < fenwick.size()) {
      fenwick[index] += (element - a[a_index]);
      index = h(index);
   }
}





Функция \(sum\) работает следующим образом. Вместо того чтобы идти по всем элементам массива \(a\), она движется по массиву \(t\), делая «прыжки» через отрезки там, где это возможно. Сначала она прибавляет к ответу значение суммы на отрезке \([F(R); R]\), затем берёт сумму на отрезке \([F(F(R)-1); F(R)-1]\), и так далее, пока не дойдёт до нуля.

Функция \(inc\) движется в обратную сторону - в сторону увеличения индексов, обновляя значения суммы \(T_j\) только для тех позиций, для которых это нужно, т.е. для всех \(j\) для которых \(F(j) <= i <= j\).

Очевидно, что от выбора функции \(F\) будет зависеть скорость выполнения обеих операций. Сейчас мы рассмотрим функцию, которая позволит достичь логарифмической производительности в обоих случаях.

Определим значение \(F(X)\) следующим образом. Рассмотрим двоичную запись этого числа и посмотрим на его младший бит. Если он равен нулю, то \(F(X) = X\). Иначе двоичное представление числа \(X\) оканчивается на группу из одной или нескольких единиц. Заменим все единицы из этой группы на нули, и присвоим полученное число значению функции \(F(X)\).

Этому довольно сложному описанию соответствует очень простая формула:
.. math:

F(X) = X & (X+1)





где \(\&\) - это операция побитового логического «И».

Нетрудно убедиться, что эта формула соответствует словесному описанию функции, данному выше.

Нам осталось только научиться быстро находить такие числа \(j\), для которых \(F(j) <= i <= j\).

Однако нетрудно убедиться в том, что все такие числа \(j\) последовательными заменами самого правого (самого младшего) нуля в двоичном представлении. Например, для \(i = 10\) мы получим, что \(j = 11, 15, 31, 63\) и т.д.

Как ни странно, такой операции (замена самого младшего нуля на единицу) также соответствует очень простая формула:


\[H(X) = X | (X+1)\]

где \(|\) - это операция побитового логического «ИЛИ».





          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
Решение RMQ с помощью разреженной таблицы

Разреженная таблица (англ. sparse table) позволяет решать задачу online static RMQ (получение минимума или максимума на отрезке, когда элементы массива не могут изменяться, а запросы поступают последовательно) за \(O(1)\) на запрос, с предподсчётом за \(O(n log(n))\) и использованием \(O(n log(n)\) памяти.

Задача:

Дан массив \(a[1…N]\) целых чисел. Поступают запросы вида \((l,r)\), для каждого из которых требуется найти минимум среди элементов \(a[l],a[l+1],…,a[r]\).




Разреженная таблица

Разреженная таблица — двумерная структура данных \(sparse\_table[i][j]\), для которой выполнено следующее:

\(sparse\_table[i][j]=min(a[i],a[i+1],…,a[i+2^j−1]),j∈[0…log(N)]\)

Иначе говоря, в этой таблице хранятся минимумы на всех отрезках, длины которых равны степеням двойки. Объём памяти, занимаемый таблицей, равен \(O(nlog(n))\), и заполненными являются только те элементы, для которых \(i+2^j<=N\)

Простой метод построения таблицы заключён в следующем реккурентном соотношении:

[image: ../_images/eMs3xi4.png]



Идемпотентность

Такая простота достигается за счет идемпотентности операции минимум: \(min(a,a)=a\). Это один из ключевых моментов этого метода, так как она позволяет нам корректно считать минимум в области пересечения отрезков.

Пусть ∘ — произвольная бинарная операция, которая удовлетворяет свойствам:


	ассоциативности: \(a∘(b∘c)=(a∘b)∘c\)


	коммутативности: \(a∘b=b∘a\)


	идемпотентности: \(a∘a=a\).





Утверждение

\(a_l∘a_{l+1}∘…∘a_r=(a_l∘a_{l+1}∘…∘a_{l+k})∘(a_{r−k}∘a_{r−k+1}∘…∘a_r)\) , где \(\frac{r - l}{2}⩽k⩽r−l\).






Применение к задаче RMQ


	Состояние динамики:


\(sparse\_table[i][j]=min(a[i],a[i+1],…,a[i+2^j−1]),j∈[0…logN]\)






	База:


\(sparse\_table[i][0] = a[i];\)






	Переходы:


\(sparse\_table[i][k] = min(sparse\_table[i][k - 1], sparse\_table[i + (1 << (k - 1))][k - 1]);\)






	Где ответ:


Пусть теперь дан запрос \((l,r)\). Заметим, что \(min(a[l],a[l+1],…,a[r])=min(sparse\_table[l][j],sparse\_table[r−2^j+1][j])\), где \(j = k\) где \(2^k⩽r−l+1\), то есть логарифм длины запрашиваемого отрезка, округленный вниз. Но эту величину мы уже предпосчитали, поэтому запрос выполняется за \(O(1)\).











Оптимизация

Предпосчитаем для длины отрезка \(l\) величину \(log_2(l)\). Для этого предпосчитаем массив  \(fast\_log\) (от floor, т.к. логарифм округляется вниз):

vector<ll> fast_log(n + 1);
fast_log[1] = 0;
for (int i = 2; i <= n; i++) {
   fast_log[i] = floor(log2(i));
}





Вычисление \(fast\_log[l]\) происходит за \(O(log(l))\). А так как длина может принимать \(N\) различных значений, то суммарное время предпосчета составляет \(O(nlog(n))\).
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Из выше доказанной теоремы следует, что этот метод работает не только с операцией минимум, но и с любой идемпотентной, ассоциативной и коммутативной операцией. Таким образом мы получаем целый класс задач, решаемых разреженной таблицей.

Задача





          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
Модификация стека и очереди для нахождения минимума за \(O (1)\)


Модификация стека

Мы хотим изменить структуру данных стека таким образом, чтобы можно было найти наименьший элемент в стеке за время O(1), сохраняя при этом одинаковое асимптотическое поведение для добавления и удаления элементов из стека. Быстрое напоминание, на стеке мы только добавляем и удаляем элементы на одном конце.

Для этого мы будем не только хранить элементы в стеке, но и хранить их попарно: сам элемент и минимум в стеке, начиная с этого элемента и ниже.

stack<pair<int, int>> st;





Понятно, что минимум - stack.top().second.

Реализация:


	Добавление элемента:


int new_min = st.empty() ? new_elem : min(new_elem, st.top().second);
st.push({new_elem, new_min});










	Извлечение элемента:


int removed_element = st.top().first;
st.pop();










	Нахождение минимума:


int minimum = st.top().second;















Модификация очереди. Способ 1

Способ имеет большой недостаток, хотя, потому что измененная очередь на самом деле не будет хранить все элементы. (т.е. при извлечении элемента из очереди нам надо будет знать значение элемента, который мы хотим извлечь).

Основная идея состоит в том, чтобы хранить только те элементы в очереди, которые необходимы для определения минимума.

А именно мы будем держать неубывающую последовательность чисел очередь (т. е. наименьшее значение будет храниться в голове), и, конечно, не каким-либо произвольным образом, фактический минимум должен всегда содержаться в очереди. Таким образом, самый маленький элемент всегда будет находиться в голове очереди.


	Перед добавлением нового элемента в очередь достаточно сделать разрез: мы удалим все конечные элементы очереди, которые больше, чем новый элемент, а затем добавим новый элемент в очередь. (Таким образом, мы не нарушаем порядок очереди, и мы также не потеряем текущий элемент, если он на любом последующем шаге будет минимальным. Все элементы, которые мы удалили, никогда не могут быть минимальными сами по себе, поэтому эта операция разрешена.)


	При извлечение элемент из головы, его на самом деле может не быть (потому что мы удалили его ранее, добавив меньший элемент). Поэтому при удалении элемента из очереди мы должны знать значение элемента.  Если голова очереди имеет такое же значение, мы можем безопасно удалить его, иначе мы ничего не делаем.




Рассмотрим реализации вышеуказанных операций:

Реализация:


deque<int> q;









	Добавление элемента:


while (!q.empty() && q.back() > new_element)
    q.pop_back();
q.push_back(new_element);










	Извлечение элемента:


if (!q.empty() && q.front() == remove_element)
        q.pop_front();










	Нахождение минимума:


int minimum = q.front();












Понятно, что в среднем время выполнения всех этих операций есть \(O (1)\).




Модификация очереди. (Улучшенный 1)

Мы хотим иметь возможность удалять элементы, не зная, какой элемент мы должны удалить. Мы можем сделать это, сохранив индекс для каждого элемента в очереди. И мы также помним, сколько элементов мы уже добавили и удалили.

Реализация:


deque<pair<int, int>> q;
int cnt_added = 0;
int cnt_removed = 0;









	Добавление элемента:


while (!q.empty() && q.back().first > new_element)
        q.pop_back();
q.push_back({new_element, cnt_added});
cnt_added++;










	Извлечение элемента:


if (!q.empty() && q.front().second == cnt_removed)
        q.pop_front();
cnt_removed++;










	Нахождение минимума:


int minimum = q.front().first;


















          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
Декартово дерево (treap, дерамида)

Декартово дерево - это структура данных, объединяющая в себе бинарное дерево поиска и бинарную кучу (отсюда и второе её название: treap (tree+heap) и дерамида (дерево+пирамида).

Более строго, это структура данных, которая хранит пары \((X,Y)\) в виде бинарного дерева таким образом, что она является бинарным деревом поиска по \(x\) и бинарной пирамидой по \(y\). Предполагая, что все \(X\) и все \(Y\) являются различными, получаем, что если некоторый элемент дерева содержит \((X_0,Y_0)\), то у всех элементов в левом поддереве \(X < X_0\), у всех элементов в правом поддереве \(X > X_0\), а также и в левом, и в правом поддереве имеем: \(Y < Y_0\).

Дерамиды были предложены Сиделем (Siedel) и Арагон (Aragon) в 1989 г.




Преимущества такой организации данных

В том применении, которое мы рассматриваем (мы будем рассматривать дерамиды, поскольку декартово дерево - это фактически более общая структура данных), X’ы являются ключами (и одновременно значениями, хранящимися в структуре данных), а Y’и - называются приоритетами. Если бы приоритетов не было, то было бы обычное бинарное дерево поиска по X, и заданному набору X’ов могло бы соответствовать много деревьев, некоторые из которых являются вырожденными (например, в виде цепочки), а потому чрезвычайно медленными (основные операции выполнялись бы за \(O(n)\)).

В то же время, приоритеты позволяют однозначно указать дерево, которое будет построено (разумеется, не зависящее от порядка добавления элементов) (это доказывается соответствующей теоремой). Теперь очевидно, что если выбирать приоритеты случайно, то этим мы добьёмся построения невырожденных деревьев в среднем случае, что обеспечит асимптотику \(O(log(n))\) в среднем. Отсюда и понятно ещё одно название этой структуры данных - рандомизированное бинарное дерево поиска.




Операции

Итак, treap предоставляет следующие операции:


	\(Insert (X, Y)\) - за \(O(log(n))\) в среднем. Выполняет добавление в дерево нового элемента. Возможен вариант, при котором значение приоритета \(Y\) не передаётся функции, а выбирается случайно (правда, нужно учесть, что оно не должно совпадать ни с каким другим \(Y\) в дереве).


	\(Search(X)\) - за \(O(log(n))\) в среднем. Ищет элемент с указанным значением ключа \(X\). Реализуется абсолютно так же, как и для обычного бинарного дерева поиска.


	\(Erase(X)\) - за \(O(log(n))\) в среднем. Ищет элемент и удаляет его из дерева.


	\(Build (X1, ..., XN)\) - за \(O(N)\) Строит дерево из списка значений.


	\(Union (T1, T2)\) - за \(O(m log(n / m))\) в среднем. Объединяет два дерева, в предположении, что все элементы различны (впрочем, эту операцию можно реализовать с той же асимптотикой, если при объединении нужно удалять повторяющиеся элементы).


	\(Intersect(T1, T2)\) - за \(O(m log (n / m))\) в среднем находит пересечение двух деревьев (т.е. их общие элементы).







Описание реализации

С точки зрения реализации, каждый элемент содержит в себе X, Y и указатели на левого L и правого R сына.

Для реализации операций понадобится реализовать две вспомогательные операции: Split и Merge.

\(Split(T, X)\) - разделяет дерево \(T\) на два дерева \(L\) и \(R\) (которые являются возвращаемым значением) таким образом, что \(L\) содержит все элементы, меньшие по ключу \(X\), а \(R\) содержит все элементы, большие \(X\). Эта операция выполняется за \(O(log(n))\). Реализация её довольно проста - очевидная рекурсия.

\(Merge(T1, T2)\) - объединяет два поддерева \(T1\) и \(T2\), и возвращает это новое дерево. Эта операция также реализуется за \(O(log(N))\). Она работает в предположении, что \(T1\) и \(T2\) обладают соответствующим порядком (все значения \(X\) в первом меньше значений \(X\) во втором). Таким образом, нам нужно объединить их так, чтобы не нарушить порядок по приоритетам \(Y\). Для этого просто выбираем в качестве корня то дерево, у которого \(Y\) в корне больше, и рекурсивно вызываем себя от другого дерева и соответствующего сына выбранного дерева.

Теперь очевидна реализация \(Insert (X, Y)\). Сначала спускаемся по дереву (как в обычном бинарном дереве поиска по \(X\)), но останавливаемся на первом элементе, в котором значение приоритета оказалось меньше \(Y\). Мы нашли позицию, куда будем вставлять наш элемент. Теперь вызываем \(Split (X)\) от найденного элемента (от элемента вместе со всем его поддеревом), и возвращаемые ею \(L\) и \(R\) записываем в качестве левого и правого сына добавляемого элемента.

Также понятна и реализация \(Erase(X)\). Спускаемся по дереву (как в обычном бинарном дереве поиска по \(X\)), ища удаляемый элемент. Найдя элемент, мы просто вызываем \(Merge\) от его левого и правого сыновей, и возвращаемое ею значение ставим на место удаляемого элемента.

Операцию \(Build\) реализуем за:


	\(O(nlog(n))\) просто с помощью последовательных вызовов \(Insert\).


	\(O(n)\) с помощью стека TODO (task A pcms)




Наконец, операция Union (T1, T2). Теоретически её асимптотика O (M log (N/M)), однако на практике она работает очень хорошо, вероятно, с весьма малой скрытой константой. Пусть, не теряя общности, T1->Y > T2->Y, т.е. корень T1 будет корнем результата. Чтобы получить результат, нам нужно объединить деревья T1->L, T1->R и T2 в два таких дерева, чтобы их можно было сделать сыновьями T1. Для этого вызовем Split (T2, T1->X), тем самым мы разобъём T2 на две половинки L и R, которые затем рекурсивно объединим с сыновьями T1: Union (T1->L, L) и Union (T1->R, R), тем самым мы построим левое и правое поддеревья результата.




Реализация

[image: ../_images/g0kzedp.png]
#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

typedef long long ll;

struct Node {
    ll x, y, n;
    Node *L, *R;

    Node(ll x) : x(x), y(rand()), L(0), R(0) {};

    Node(ll x, ll y) : x(x), y(y), L(0), R(0) {};

    Node(ll x, ll y, ll n) : x(x), y(y), n(n), L(0), R(0) {};
};

Node *merge(Node *a, Node *b) {
    if (!a) return b;
    if (!b) return a;
    if (a->y < b->y) {
        a->R = merge(a->R, b);
        return a;
    } else {
        b->L = merge(a, b->L);
        return b;
    }
}

pair<Node *, Node *> split(Node *t, ll x) {
    if (!t) return {nullptr, nullptr};
    if (t->x < x) {
        auto r = split(t->R, x);
        t->R = r.first;
        return {t, r.second};
    } else {
        auto l = split(t->L, x);
        t->L = l.second;
        return {l.first, t};
    };
}

Node *add(Node *t, ll x) {
    auto tmp = split(t, x);
    return merge(tmp.first,
                 merge(new Node(x), tmp.second));
}

Node *erase(Node *t, ll x) {
    auto tmp1 = split(t, x);
    auto tmp2 = split(tmp1.second, x + 1);
    return merge(tmp1.first, tmp2.second);
}

bool find(Node *t, ll x) {
    auto tmp1 = split(t, x);
    auto tmp2 = split(tmp1.second, x + 1);
    bool ans = tmp2.first != nullptr;
    t = merge(tmp1.first, merge(tmp2.first, tmp2.second));
    return ans;
}

ll next(Node *root, int x) {
    pair <Node*, Node*> t = split(root, x + 1);
    Node *cur = t.second;
    if (cur == nullptr){
        return x;
    }
    while (cur->L != nullptr){
        cur = cur->L;
    }
    root = merge(t.first, t.second);
    return cur->x;
}


ll prev(Node *root, int x) {
    pair <Node*, Node*> t = split(root, x);
    Node *cur = t.first;
    if (cur == nullptr){
        return x;
    }
    while (cur -> R != nullptr){
        cur = cur->R;
    }
    root = merge(t.first, t.second);
    return cur->x;
}


int main() {
    ios::sync_with_stdio(0);
    cin.tie(0);
    srand(time(0));
    string s;
    ll x;
    Node *t = nullptr;
    while (cin >> s) {
        cin >> x;
        if (s == "insert") {
            if (!find(t, x))
            t = add(t, x);
        } else if (s == "exists") {
            //find(t, x);
            if (find(t, x)) {
                cout << "true\n";
            } else {
                cout << "false\n";
            }
        } else if (s == "next") {
            auto q = next(t, x);
            if (q != x) {
                cout << q << endl;
            } else {
                cout << "none" << endl;
            }
        } else if (s == "delete"){
                if (find(t, x))
               t = erase(t, x);
        } else if (s == "prev"){
            auto q = prev(t, x);
            if (q != x){
                cout << q << endl;
            } else {
                cout << "none\n";
            }
        }
    }



    return 0;
}









          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
Координаты и векторы


Декартовы координаты на плоскости


	Чтобы задать декартову прямоугольную систему координат на плоскости выбирают две взаимноперпендиикулярные прямые, называемые осями.


	Точка пересечения осей - o называется началом координат.


	На каждой оси (OX, OY) задаётся положительное направление и выбирается еденичный отрезок.







Формула расстояние между двумя точками

\(AB=\sqrt{(a_x - b_x) ^ 2 + (a_y - b_y) ^ 2}\)




Координаты середины отрезка

Пополам:


\(X_с = \frac{a_x + b_x}{2}\)

\(Y_с = \frac{a_y + b_y}{2}\)




В отношение \(AM:MB=\lambda\):


\(X_с = \frac{a_x + \lambda b_x}{1 + \lambda}\)

\(Y_с = \frac{a_y + \lambda b_y}{1 + \lambda}\)







Уравнение окружности

\((x - x_0) ^ 2 + (y - y_0) ^ 2 = R ^ 2\)




Уравнение прямой

\(y = kx + b\)

\(k=\tan{\alpha}=\frac{y_1 - y_2}{x_1 - x_2}\)

\(Ax+By+C=0; A^2+B^2\neq0;\)

\(By=-Ax-C \Longrightarrow y=-\frac{A}{B}x-\frac{C}{B}; k = -\frac{A}{B}\)




Расстояние от точки до прямой

\(MK = \frac{|A * x_0 + B * y_0 + C|}{\sqrt{(A ^ 2 + B ^ 2)}}; M(x_0, y_0) - point; A, B, C - коэффициенты прямой\)







          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
\[y = k * f(L(x+a))+b\]


	(y = y * k) Растяжение от \(Ox\) и симметрии \(Ox\) \((k < 0)\)


	Сжатие к \(Oy\) в \(|L|\) раз и симметрии относительно \(Oy\) \(l < 0)\)


	Параллельный перенос на \({-a; b}\)






          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
Движение тела, брошенного горизонтально.

http://primat.org/mathred/mathred.html


\[ \begin{align}\begin{aligned}\begin{split}\begin{cases} v_x = v_0 \\ v_y = -gt \end{cases}\end{split}\\\begin{split}\begin{cases} x = v_0 t\\ y = y_0 -\frac{g t^2}{2} \end{cases}\end{split}\\\begin{split}\begin{cases} t = \frac{x}{v_0} \\ y = y_0 - \frac{gx^2}{2v_0^2} \end{cases}\end{split}\\t = \frac{x}{v_0} \rightarrow y(x) = h_0 - \frac{gx^2}{2y^2}\\y = 0 \rightarrow h - \frac{gt^2}{2} = 0 \rightarrow t = \sqrt{\frac{2h_0}{g}}\\x_к = v_0 * \sqrt{\frac{2h_0}{g}}\\v_к = \sqrt{v_x ^ 2 + v_y ^ 2}  = \sqrt{v_0 ^ 2 + (gt)^2} = \sqrt{v_0 ^ 2 + 2gh}\\\tan \alpha_к = \frac{v_y}{v_x} = -\frac{gt}{v_0} = - \frac{\sqrt{2gh}}{v_0}\end{aligned}\end{align} \]




Движение тела, брошенного под углом к горизонту.


\[ \begin{align}\begin{aligned}\begin{split}\begin{cases}  v_x = v_0 * cos \alpha \\ v_y = v_0 * sin \alpha - gt \end{cases}\end{split}\\\begin{split}\begin{cases} x = v_0 \cos \alpha * t  \\ y = v_0 \sin \alpha * t - \frac{gt^2}{2} \end{cases}\end{split}\end{aligned}\end{align} \]




\[ \begin{align}\begin{aligned}y = max \rightarrow v_y  = 0 \rightarrow v_0 \sin \alpha -gt_{под} = 0\\V_0 = \frac{t_{под}g}{\sin \alpha}\\t_{под} = \frac{v_0 \sin \alpha}{g}\\H_{max} = y(при t =t_{под}) = v \sin \alpha t_{под} - \frac{g * t_{под} ^ 2}{2}  = v_o \sin \alpha * \frac{v_0 \sin \alpha}{g} - \frac{g}{2} * \frac{v_0 ^ 2 \sin ^ 2  \alpha}{g^2} = \frac{v_0 ^ 2 \sin ^ 2 \alpha}{2g}\end{aligned}\end{align} \]




\[ \begin{align}\begin{aligned}t{пол} = 2 t{под}\\y = 0 \rightarrow v_0 \sin \alpha  - \frac{gt^2}{2} \rightarrow t{пол} = \frac{2v_o \sin \alpha }{g}\\2 \sin \alpha * \cos \alpha = \sin 2 \alpha \rightarrow L = v_x * t_{пол} = v_0 \cos \alpha * \frac{2v_o \sin \alpha }{g} = \frac{v_o ^ 2 \sin 2 \alpha}{g}\\L_{max} \rightarrow 2 \alpha = \rightarrow 1 \alpha = 45\\\tan \alpha = \frac{v_y}{v_x}\end{aligned}\end{align} \]




Движение тела, брошенного горизонтально.


\[ \begin{align}\begin{aligned}x = x_0 + V_{0x} * t + \frac{a_x t ^ 2}{2}\\x_0=h_0, v_{0x}=0, a_x=g \rightarrow x = h - \frac{gt^2}{2}\\v_x = v_{0x}+a_xt=-gt\\x=0, h - \frac{gt_п^2}{2}=0 \rightarrow t_п = \sqrt{\frac{2a}{g}}\\v_к=-gt=-\sqrt{2gh}\end{aligned}\end{align} \]





          

      

      

    

  

    
      
          
            
  
Сложение движения точки

\(v_{абс}\) - \(v\) тела относительно неподвижной системы отсчёта.

\(v_{пер}\) - \(v\) движущейся системы  относительно неподвижной системы отсчёта.

\(v_{отн}\) - \(v\) тела относительно подвижной системы отсчёта.

s - Перемещение


\[ \begin{align}\begin{aligned}v_{абс} = v_{пер} + v_{отн}\\s_{абс} = s_{пер} + s_{отн}\end{aligned}\end{align} \]
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